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This article analyzes the electromagnetic field of a flat linear induction machine with an analytical 
method of mathematical modeling. Graphs of the electromagnetic characteristics of the machines 
were obtained, taking into account the longitudinal edge effect at various values of slip and 
coefficients of quality factor. Also made a comparative assessment of the effect of the longitudinal 
edge effect on the performance of the machine.
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Исследование продольного краевого эффекта  
в двухсторонних линейных индукционных машинах  
с жидкометаллическим ротором
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В данной статье проведен анализ электромагнитного поля плоской линейной индукционной 
машины с помощью аналитического метода математического моделирования. Получены 
графики электромагнитных характеристик машины с учетом продольного краевого эффекта 
при различных величинах скольжения и коэффициента добротности. Также проведена 
сравнительная оценка влияния продольного краевого эффекта на показатели машины.
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Введение
В настоящее время перспективным направлением в области энергетики является атом-
ная промышленность. С ростом мощностей атомных электростанций растут требования к 
оборудованию, осуществляющему технологические процессы. Основой оборудования служат 
системы перекачивания жидкого теплоносителя. В них используются магнитогидродинами-
ческие (МГД) насосы индукционного и кондукционного типов, в зависимости от условий экс-
плуатации. Использование кондукционных насосов не всегда представляется возможным из-за 
многих факторов, один из которых перекачивание агрессивных высокотемпературных сред. 
Следовательно, приходится прибегать к линейным индукционным МГД-насосам, основным 
недостатком которых считают продольный и поперечный краевые эффекты. 
Конечная длина индукторов линейных индукционных машин (ЛИМ) обуславливает появ-
ление в возбуждающем поле кроме бегущей волны две стоячие пульсирующие волны. При на-
личии в зазоре вторичного проводящего и движущегося тела в последнем возникают не только 
ответные бегущие волны тока и поля, но и дополнительные токи и поля, оказывающие, как 
правило, тормозное действие, увеличивающие потери и снижающие к. п. д. машины в целом. 
В некоторых случаях вредное влияние продольного краевого эффекта может быть очень зна-
чительным.
Проблеме изучения продольного краевого эффекта посвящено большое количество работ, 
одна из них [1]. Обычно на современном этапе делаются попытки решения двух- и трехмерных 
задач, что неизбежно приводит к численному анализу и чрезвычайно затрудняет понимание 
физики явления и его особенностей. Поэтому представляется целесообразным рассматривать 
одномерную модель с такими упрощениями, которые минимально искажают реальную физи-
ческую картину явления и в то же время позволяют максимально упростить математическое 
решение задачи. С этой целью мы воспользуемся расчетной моделью, предложенной и проана-
лизированной А. И. Вольдеком [2, 3].
Расчетная модель и принятые допущения
Эскиз плоской линейной индукционной машины (ПЛИН) представлен на рис. 1 и вклю-
чает в себя: 1 – магнитопроводы; 2 – многофазные обмотки; 3 – стенку канала толщиной χ; 
4 – жидкий металл, движущийся со скоростью υ. Индукторы расположены на расстоянии δ от 
центра канала с жидким металлом и имеют длину L = 2pτ, где p – число пар полюсов; τ – по-
люсное деление.
Для анализа электромагнитных характеристик были приняты следующие основные до-
пущения:
1. Магнитопроводы индукторов имеют магнитную проницаемость μ = ∞ и электропровод-
ность γ = 0.
2. Поперечный краевой эффект отсутствует, т.е. ширина индукторов по оси у не ограничена.
3. Система имеет бесконечную длину в направлении оси y, т.е. электромагнитное поле явля-
ется плоскопараллельным. Вектор комплексной напряженности электрического поля 
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При принятых д пущениях расчетная модель будет иметь вид, изображенный на рис. 2.
Математическая мо ль линейной индукцио ной машины
Решение будем проводить в двух областях: 1 – 0 ≤ z < Δ; 2 – Δ < z ≤ δ. Для напряженности 
электрического поля справедливы дифференциальные уравнения.
Рис. 1. Эскиз плоской линейной индукционной машины
Fig. 1. Sketch of a flat linear induction machine
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Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются:
где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общим  решениями бык овенных дифференциальных уравнений (9) и (10) тся: 
 1 1 2
n nz z
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ϕ ϕ−= +& ; (11)
 
 2 3 4
n nk z k z
nE A e A e
−= +& . (12)
 
 Постоянные интегрирования 1 4...A A  определяются из граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
получим: 
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где  ( ) ( )n n n n n nQ k ch shk G chkϕ δ δ= Δ − Δ + − Δ ;
 ( ) ( ) ( )n n n n n nz k ch chk z G shk zθ ϕ= Δ − Δ + − Δ ;  
n n n nG sh chϕ ϕ ξ ϕ= Δ + Δ ; 
2
kiξ ε χπ= ; 
20
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k
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ωμ σε τπ= . 
 
Преобразовав (13) и (14), имеем: 
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(11)
где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются: 
 1 1 2
n nz zE Ae A eϕ ϕ−= +& ; (11)
 
 2 3 4
n nk z k zE A e A e−= +& . (12)
 
 Постоянные интегрирования 1 4...A A  определяются из граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
получим: 
 
 1 ( )
n n
n
n
ch zE z
Q
ϕ=& ; (13)
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где  ( ) ( )n n n n n nQ k ch shk G chkϕ δ δ= Δ − Δ + − Δ ;
 ( ) ( ) ( )n n n n n nz k ch chk z G shk zθ ϕ= Δ − Δ + − Δ ;  
n n n nG sh chϕ ϕ ξ ϕ= Δ + Δ ; 
2
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Преобразовав (13) и (14), имеем: 
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Постоянные интегрирования A1…A4 определяются из граничных условий (4-6).
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Подставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
получим:
где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются: 
 1 1 2
n nz z
nE Ae A e
ϕ ϕ−= +& ; (11)
 
 2 3 4
n nk z k z
nE A e A e
−= +& . (12)
 
 Постоянные интегрирования 1 4...A A  определяются из граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
получим: 
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где  ( ) ( )n n n n n nQ k ch shk G chkϕ δ δ= Δ − Δ + − Δ ;
 ( ) ( ) ( )n n n n n nz k ch chk z G shk zθ ϕ= Δ − Δ + − Δ ;  
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Преобразовав (13) и (14), имеем: 
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 (13)
где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются: 
 1 1 2
n nz z
nE Ae A e
ϕ ϕ−= +& ; (11)
 
 2 3 4
n nk z k z
nE A e A e
−= +& . (12)
 
 Постоянные интегрирования 1 4...A A  определяются из граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
получим: 
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где  ( ) ( )n n n n n nQ k ch shk G chkϕ δ δ= Δ − Δ + − Δ ;
 ( ) ( ) ( )n n n n n nz k ch chk z G shk zθ ϕ= Δ − Δ + − Δ ;  
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Преобразовав (13) и (14), имеем: 
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где 
где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются: 
 1 1 2
n nz z
nE Ae A e
ϕ ϕ−= +& ; (11)
 
 2 3 4
n nk z k z
nE A e A e
−= +& . (12)
 
 Постоянные интегрирования 1 4...A A  определяются из граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
получим: 
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θΨ=& , (14)
 
где  ( ) ( )n n n n n nQ k ch shk G chkϕ δ δ= Δ − Δ + − Δ ;
 ( ) ( ) ( )n n n n n nz k ch chk z G shk zθ ϕ= Δ − Δ + − Δ ;  
n n n nG sh chϕ ϕ ξ ϕ= Δ + Δ ; 
2
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Преобразовав (13) и (14), имеем: 
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где  2 0 0n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных диффере циальных уравнен й (9) и (10) являются: 
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ϕ ϕ−= +& ; (11)
 
 2 3 4
n nk z k z
nE A e A e
−= +& . (12)
 
 Постоя ные нтегр рования 1 4...A A  определяются з граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоя ные нтегр рования з граничных условий в (11) и (12), 
получим: 
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где  ( ) ( )n n n n n nQ k c shk G chkϕ δ δ= Δ − Δ + − Δ ;
 ( ) ( ) ( )n n n n n nz k chk z G shk zθ ϕ= Δ − Δ + − Δ ;  
n n n nG sh chϕ ϕ ξ ϕ= Δ + Δ ; 
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Преобразовав (13)  (14), имеем: 
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Преобразовав (13) и (14), и еем:
где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются: 
 1 1 2
n nz z
nE Ae A e
ϕ ϕ−= +& ; (11)
 
 2 3 4
n nk z k z
nE A e A e
−= +& . (12)
 
 Постоянные интегрирования 1 4...A A  определяются из граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
получим: 
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где  ( ) ( )n n n n n nQ k ch shk G chkϕ δ δ= Δ − Δ + − Δ ;
 ( ) ( ) ( )n n n n n nz k ch chk z G shk zθ ϕ= Δ − Δ + − Δ ;  
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Преобразовав (13) и (14), имеем: 
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где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются: 
 1 1 2
n nz z
nE Ae A e
ϕ ϕ−= +& ; (11)
 
 2 3 4
n nk z k z
nE A e A e
−= +& . (12)
 
 Постоянные интегрирования 1 4...A A  определяются из граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
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Преобразовав (13) и (14), имеем: 
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где 
где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются: 
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 Постоянные интегрирования 1 4...A  определяются из граничных условий (4-6). 
Подставив полученные постоян ые интегрирования из граничных ус овий в (11) и (12), 
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где  2 0 0n n nk i ik uϕ μ γω μ γ τ= + + ; 2n nk πτ= . 
 
Общими решениями обыкновенных дифференциальных уравнений (9) и (10) являются: 
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 2 3 4
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 Постоянные интегрирования 1 4...A A  определяются из граничных условий (4-6). 
дставив полученные постоянные интегрирования из граничных условий в (11) и (12), 
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Окончательно получим
 
Окончательно получим 
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 По известным уравнениям электромагнитного поля определим составляющие век-
тора магнитной индукции. Из rotE i Bω= − : 
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 Преобразовав (19) и (20) в соответствии с (17) и (18), получим: 
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где ' ( ) ( ) ( )n n n n nz P shk z G chk zθ = − Δ + − Δ . 
 
Интегральные и дифференциальные характеристики линейной индукционнной 
машины 
 Комплексная электромагнитная мощность, отдаваемая обмоткой индуктора в зазор, 
равна: 
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 По известным уравнениям электромагнитного поля определим составляющие век-
тора магнитной индукции. Из rotE i Bω= − : 
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 Преобразовав (19) и (20) в соответствии с (17) и (18), получим: 
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В ходе работы были получены следующие результаты: 
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Рис. 3. График распределения относительной активной мощности относительно сколь-
жения: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния краевого эф-
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нейной машины определяют следующие параметры: 
1. Длина расчетной области. Условие 2T τ�  позволяет анализировать электромагнит-
ные характеристики с учетом влияния продольного краевого эффекта. 
2. Количест о пазов M. 
3. Амплитудно-фазовые ха актеристики синусоидальных токов в па mimJ Je
ϕ=& . 
4. Относительная величина воздушного зазора – δ∧ ∧− Δ . 
5. Безразмерный коэффициент добротности 2 20ε μ γωτ π= . 
 
В ходе работы были получены следующие результаты: 
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Рис. 3. График распределения относительной активной мощности относительно сколь-
жения: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния краевого эф-
фекта 
.
4. Относительная величина воздушного зазора – 
Поделим emS  на базисную мощность, чтобы привести ее к безразмерному виду. За базис-
ную мощность примем 
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Как следует из полученных выражений, безразмерные характеристики индукционной ли-
нейной машины определяют следующие параметры: 
1. Длина расчетной области. Условие 2T τ�  позволяет анал зировать электро т-
ные характеристики с учетом влияния продольного краевого эффекта. 
2. Количество пазов M. 
3. Амплитудно-фазовые характеристики синусоидальных токов в пазах mimJ Je
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4. Относительная величина воздушного заз  δ∧ ∧− Δ . 
5. Безразмерный коэффициент добротности 2 20ε μ γωτ π= . 
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Рис. 3. График распределения относительной активной мощности относительно сколь-
жения: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния краевого эф-
фекта 
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Анализ расчета электромагнитных характеристик 
 
Как следует из получен ых выражений, безразмерные характеристики индукцион ой ли-
нейной машины определяют следующие параметры: 
1. Длина расчетн й области. Условие 2T τ�  п зволяет нализировать эл агнит-
ные характеристики с учетом влияния продольного краевого эффекта. 
2. Количество пазов M. 
3. Амплитудно-фазовые характеристики синусоидальных токов в пазах mimJ Je
ϕ=& . 
4. Относительная вел чина воздушно зора – δ∧ ∧− Δ . 
5. Безразмерный коэффициент добротн  2 20ε μ γωτ π= . 
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Рис. 3. График распределения относительной активной мощности относительно сколь-
жения: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния краевого эф-
фекта 
.
В ходе работы были получены следующие результаты:
На рис. 3а представлены к ассические механические характеристики асинхронных 
машин при различных величинах добротности ε без проявления продольного краевого эф-
фекта. С учетом краевого эффекта картина распределения относительной активной мощ-
ности 
Fig. 3. Graph of relative active power from slip: a – without longitudinal edge effect; b – with 
longitudinal edge effect 
 
На рис. 3  редставлен  классиче кие механич ские хара теристики асинхронных машин 
при различных величинах добротности ε  без проявления продольного краевого эффекта. 
С учетом краевого эффекта картина распределения относительной активной мощности 
emP
∧
 (рис. 3б) изменяется. Если в случае без учета продольного краевого эффекта (рис. 3а) 
с увеличением коэффициента добротности максимальное значение относительной актив-
ной мощности не меняется, то во втором случае (рис. 3б) происходит «заваливание» ха-
рактеристик с последующим снижением максимального значения активной мощности. 
Аналогично относительной активной мощности изменения произошли и с картиной рас-
пределения относительной реактивной мощности emQ
∧
 с влиянием продольного краевого 
эффекта (рис. 4б). В данном случае графики исходят не из одной точки в отличие от клас-
сических характеристик асинхронных машин без учета краевого эффекта (рис. 4а). 
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Рис. 4. График распределения относительной реактивной мощности относительно 
скольжения: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния краевого 
эффекта 
Fig. 4. Graph of relative reactive power from slip: a – without longitudinal edge effect; b – 
with longitudinal edge effect 
 
Также были получены картины распределения относительной магнитной индукции 1xB
∧
 
относительно длины расчетной области Τ  при различных скольжениях в непосредствен-
ной близости от стенки канала. В первом случае при 0,3s =  на рис. 5а графики магнит-
ной индукции имеют вид обыкновенной замкнутой асинхронной машины. Вследствие ко-
нечной длины машины (рис. 5б) на графиках ярко выражено влияние продольного краево-
 с. 3б) изменяется. Если в случа  без учета продольного кр евого эффекта 
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ной активной мощности не меняется, то во втором случае (рис. 3б) происходит «зава-
ливание» характеристик с последующим снижением максимального значения активной 
мощности.
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пределения относительной реактивной мощности 
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эффекта (рис. 4б). В данном случае графики исходят не из одной точки в отличие от клас-
сических характеристик асинхронных машин без учета краевого эффекта (рис. 4а). 
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относительно длины расчетной области Τ  при различных скольжениях в непосредствен-
ной близости от стенки канала. В первом случае при 0,3s =  на рис. 5а графики магнит-
ной индукции имеют вид обыкновенной замкнутой асинхронной машины. Вследствие ко-
нечной длины машины (рис. 5б) на графиках ярко выражено влияние продольного краево-
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продольного краевого эффекта; б – с уче ом влияния к аевого эффекта
Fig. 3. Graph of relative active power from slip: a – without longitudinal edge effect; b – with longitudinal edge 
effect
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Анализ расчета электромагнитных характеристик 
 
Как следует из полученных выражений, безразмерные характеристики индукционной ли-
нейной машины определяют следующие параметры: 
1. Длина расчетной области. Услов е 2T τ�  позволяет анализировать электромагнит-
ные характеристики с учетом влия ия продольного краевого эффекта. 
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4. Относительная величина воздушного зазора – δ∧ ∧− Δ . 
5. Безразмерный коэффициент добротности 2 20ε μ γωτ π= . 
 
В ходе работы были получены следующие результаты: 
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Рис. 3. График распределения относительной активной мощности относительно сколь-
жения: а – без уч та продольного краевого эффекта; б – с учетом в  раевого эф-
фекта 
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фекта (рис. 4б). В данном случае графики исходят не из одной точки в отличие от классических 
характеристик асинхронных машин без учета краевого эффекта (рис. 4а).
Также были получены картины распределения относительной магнитной индукции 
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На рис. 3а представлены классические механические характеристики асинхронных машин 
при различных величинах добротности ε  без проявления продольного краевого эффекта. 
С учетом краевого эффекта картина распределения относительной активной мощности 
emP
∧
 (рис. 3б) изменяется. Если в случае без учета продольного краевого эффекта (рис. 3а) 
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 с влиянием продольного краевого 
эффекта (рис. 4б). В данном случае графики исходят не из одной точки в отличие от клас-
сических характеристик асинхронных машин без учета краевого эффекта (рис. 4а). 
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with longitudinal edge effect 
 
Также были получены ка тины распределения относительной магнитной индук 1xB
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относительно длины расчетной области Τ  при различных скольжениях в непосредствен-
ной близости от стенки канала. В первом случае при 0,3s =  на рис. 5а графики магнит-
ной индукции имеют вид обыкновенной замкнутой асинхронной машины. Вследствие ко-
нечной длины машины (рис. 5б) на графиках ярко выражено влияние продольного краево-
 
относительно длины расчетной области T при различных скольжениях в непосред твенной 
близости от стенки канала. В первом случае при s = 0,3 на рис. 5а графики магнитной индук-
ции имеют вид обыкновенной замкнутой асинхронной машины. Вследствие конечной длины 
машины (рис. 5б) на графиках ярко выражено влияние продольного краевого эффекта в виде 
Fig. 3. Graph of relative active power from slip: a – without longitudinal edge effect; b – with 
longitudinal edge effect 
 
На рис. 3а пред тавлены ла сические механические ха актеристики асинхр нных машин 
при различных величинах добротности ε  без проявления продольного краевого эффекта. 
С учетом краевого эффекта картина распределения относительной активной мощности 
emP
∧
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с увеличением коэффициента до ротнос и максимальное зн чение относительной актив-
ной мощности не меняется, то во втором случае (рис. 3б) происходит «заваливание» ха-
рактеристик с последующим снижением максимального значения активной мощности. 
Аналогично относительной активной мощности изменения произошли и с картиной рас-
пределения относительной реактивной мощности emQ
∧
 с влиянием продольного краевого 
эффекта (рис. 4б). В данном случае графики исходят не из дной точки  тличие от клас-
сических характеристик асинхронных машин без учета краевого эффекта (рис. 4а). 
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Рис. 4. График распределения относительной реактивной мощности относительно 
скольжения: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния краевого 
эффекта 
Fig. 4. Graph of relative reactive power from slip: a – without longitudinal edge effect; b – 
with longitudinal edge effect 
 
Также были получены картины распределения относительной магнитной индукции 1xB
∧
 
относительно длины расчетной области Τ  при различных скольжениях в непосредствен-
ной близости от стенки канала. В первом случае при 0,3s =  на рис. 5а графики магнит-
ной индукции имеют вид обыкновенной замкнутой асинхронной машины. Вследствие ко-
нечной длины машины (рис. 5б) на графиках ярко выражено влияние продольного краево-
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Рис. 4. График распределения относительной реактивной мощности относительно скольжения: а – без 
учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния крае ого эффекта
Fig. 4. Graph of relative reactive power from slip: a – without longitudinal edge effect; b – with longitudinal edge 
effect
а – a)                                                                        б – b)
Рис. 5. График распределения относительной магнитной индукции относительно длины расчетной 
области: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния краевого эффекта
Fig. 5. Graph of the distribution of relative magnetic induction from the length of the computational domain: a – 
without longitudinal edge effect; b – with longitudinal edge effect
го эффекта в виде резкого снижения величины относительной магнитной индукции. При 
этом эффект тем более выражен, чем больше значение коэффициента добротности. 
В случае, когда 0,3s =  (рис. 6), такого ярковыраженного проявления продольного крае-
вого эффекта не наблюдается даже при увеличении значения коэффициента добротности. 
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Рис. 5. График распределения относительной магнитной индукции относительно длины 
расчетной области: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния 
краевого эффекта 
Fig. 5. Graph of the distribution of relative magnetic induction from the length of the computa-
tional domain: a – without longitudinal edge effect; b – with longitudinal edge effect 
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Рис. 6. График распределения относительной магнитной индукции относительно длины 
расчетной области: а – без учета продольного краевого эффекта; б – с учетом влияния 
краевого эффекта 
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резкого снижения величины относительной магнитной индукции. При этом эффект тем более 
выражен, чем больше значение коэффициента добротности.
В случае, когда s = 0,3 (рис. 6), такого ярковыраженного проявления продольного краевого 
эффекта не наблюдается даже при увеличении значения коэффициента добротности.
Выводы
С помощью преобразования с использованием рядов Фурье в комплексной форме решена 
двухмерная задача по анализу продольного краевого эффекта в двухсторонних линейных ин-
дукционных машинах. С помощью полученных выражений: векторов электромагнитного поля, 
мощностей и удельных электромагнитных сил в расплаве, можно анализировать электромаг-
нитные характеристики линейных индукционных машин с влиянием продольного краевого 
эффекта.
Проведен анализ дифференциальных и интегральных характеристик двухсторонних ли-
нейных индукционных МГД-насосов. Получены зависимости относительных активной, реак-
тивной мощности и магнитной индукции в зависимости от коэффициента добротности.
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Правительства Красно-
ярского края в рамках научного проекта №18-48-242013 “Исследование влияния простран-
ственных и частотно-временных распределений электромагнитных сил в расплаве на ха-
рактер протекания МГД-процессов в жидком металле”.
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